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Ââåäåíèå.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè âîçíèêëà êàê íàóêà èç óáåæäåíèÿ, ÷òî â îñíîâå ìàññîâûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ëåæàò äåòåðìèíèðîâàííûå çàêîíîìåðíîñòè. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè èçó÷àåò äàííûå çàêîíîìåðíîñòè.

Íàïðèìåð: îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî ðåçóëüòàò âûïàäåíèÿ “îðëà” èëè “ðåøêè” â ðåçóëüòàòå ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû íåëüçÿ, íî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàäàåò ïðèìåðíî îäèíàêîâîå ÷èñëî “îðëîâ” è “ðåøåê”.

Èñïûòàíèåì íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ îïðåäåëåííîãî êîìïëåêñà óñëîâèé, êîòîðûé ìîæåò âîñïðîèçâîäèòüñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïðè ýòîì êîìïëåêñ óñëîâèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëó÷àéíûå ôàêòîðû, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîãî â êàæäîì èñïûòàíèè ïðèâîäèò ê íåîäíîçíà÷íîñòè èñõîäà èñïûòàíèÿ.

Íàïðèìåð: èñïûòàíèå - ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû.

Ðåçóëüòàòîì èñïûòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèå. Ñîáûòèå áûâàåò:

Äîñòîâåðíîå (âñåãäà ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ);

Íåâîçìîæíîå (íèêîãäà íå ïðîèñõîäèò);

Ñëó÷àéíîå (ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ).

Íàïðèìåð: Ïðè ïîäáðàñûâàíèè êóáèêà íåâîçìîæíîå ñîáûòèå - êóáèê ñòàíåò íà ðåáðî, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå - âûïàäåíèå êàêîé ëèáî ãðàíè.

Êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèåì.

Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ïðîèñõîäÿò òîëüêî ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ, ðàçëè÷íûõ, êîíêðåòíûõ èñõîäîâ èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Íàïðèìåð: Èñïûòàíèå - ïîäáðàñûâàíèå øåñòèãðàííîãî êóáèêà. Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå - âûïàäåíèå ãðàíè ñ “1” èëè “2”.

Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. 

Ñëîæíûì ñîáûòèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ñëîæíîå ñîáûòèå â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ íàñòóïàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé ïðîèçîøëî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, ïðèíàäëåæàùåå ñëîæíîìó.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ïðîèñõîäÿò âñå ñëîæíûå ñîáûòèÿ, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäÿò ýòè ýëåìåíòàðíûå.

Íàïðèìåð: èñïûòàíèå - ïîäáðàñûâàíèå êóáèêà. Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå - âûïàäåíèå ãðàíè ñ íîìåðîì “1”. Ñëîæíîå ñîáûòèå - âûïàäåíèå íå÷åòíîé ãðàíè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

À - ñîáûòèå;

( - ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà (;

( - ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé;

U - ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé êàê äîñòîâåðíîå ñîáûòèå;

V - íåâîçìîæíîå ñîáûòèå.

Èíîãäà äëÿ óäîáñòâà ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü E�i, Qi.



Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè.

1. Ñîáûòèå C íàçûâàåòñÿ ñóììîé A+B, åñëè îíî ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ êàê â A, òàê è â B. Ïðè ýòîì åñëè ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå âõîäèò è â A, è â B, òî â C îíî âõîäèò îäèí ðàç. Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ñîáûòèå C ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ïðîèçîøëî ñîáûòèå, êîòîðîå âõîäèò èëè â A èëè â B. Ñóììà ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ñîáûòèé   ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå âõîäÿò â îäíî èç Ai, i=1, ..., m.
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 2. Ñîáûòèå C ïðîèçâåäåíèåì A è B, åñëè îíî ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ è â A, è â B. Ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîáûòèé   íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ âî âñå Ai, i=1, ..., m.
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 3. Ðàçíîñòüþ ñîáûòèé A-B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â A, íî íå âõîäÿùèõ â B.
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 4. Ñîáûòèå   íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì ñâîéñòâàì.

Ôîðìóëû äå Ìîðãàíà: � EMBED Equation.2  ���   è  � EMBED Equation.2  ���
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5. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè îíè íèêîãäà íå ìîãóò ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå îäíîãî èñïûòàíèÿ.

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè îíè íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

C=A(B=V

Òóò V - ïóñòîå ìíîæåñòâî.

×àñòîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé êîíå÷íî è ñîñòîèò èç m ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ èñõîäîâ èñïûòàíèé ðàññìàòðèâàþò 2��m ñîáûòèé - ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ( è íåâîçìîæíîå ñîáûòèå V.

Ïðèìåð: 

(=((1, (2, (3)

A1=V

A2=(w1)

A3=(w2)

A4=(w3)

A5=(w1, w2) 

A6=(w2, w3)

A7=(w1, w3)

A8=((1, (2, (3)

Îáîçíà÷èì ñèñòåìó ýòèõ ñîáûòèé ÷åðåç F. Áåðåì ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå A(F. Ïðîâîäèì ñåðèþ èñïûòàíèé â êîëè÷åñòâå n.  n - ýòî êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A.

×àñòîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â n èñïûòàíèÿõ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

� EMBED Equation.2  ���



Ñâîéñòâà ÷àñòîñòè.

� EMBED Equation.2  ���

×àñòîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1.  Wn(U)=1.

×àñòîñòü ñóììû ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ðàâíà ñóììå ÷àñòîñòåé. 

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ai, i=1, ..., k; ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, ò.å.

� EMBED Equation.2  ���  Ñîáûòèå        � EMBED Equation.2  ���             � EMBED Equation.2  ���

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóìû ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèå Ai. Òàê êàê âñå ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêîå äðóãîå ñîáûòèå Aj (i(j) â ýòîì èñïûòàíèè ïðîèçîéòè íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî:

nA=nA1+nA2+...+nAk

� EMBED Equation.2  ���

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè òîëüêî òàêèõ èñïûòàíèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå: Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ÷àñòîñòü íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ â ëþáîé áåñêîíå÷íîé ñåðèè èñïûòàíèé èìååò îäèí è òîò æå ïðåäåë, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A. 

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ, òî ìû ïîíèìàåì ýòî ÷èñëî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýòî ÷àñòîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ â áåñêîíå÷íîé  (äîñòàòî÷íî äëèííîé) ñåðèè èñïûòàíèé. 

Ê ñîæàëåíèþ, ïîïûòêà îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü êàê ïðåäåë ÷àñòîñòè, ïðè ÷èñëå èñïûòàíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, çàêîí÷èëàñü íåóäà÷íî. Õîòÿ àìåðèêàíñêèé ó÷åíûé Ìèçåñ ñîçäàë òåîðèþ âåðîÿòíîñòè, áàçèðóþùóþñÿ íà ýòîì îïðåäåëåíèè, íî åå íå ïðèçíàëè èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âíóòðåííèõ ëîãè÷åñêèõ íåñîîòâåòñòâèé.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè êàê íàóêà áûëà ïîñòðîåíà íà àêñèîìàòèêå Êîëìîãîðîâà.

Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

Ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ýòàï 1:

Èìååòñÿ èñïûòàíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèÿ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ îäíî ñîáûòèå èç ñåðèè ñîáûòèé (. Âñå ñîáûòèÿ èç ñèñòåìû ( íàçûâàþòñÿ íàáëþäàåìûìè. Ââåäåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî åñëè ñîáûòèÿ A ( (, B ( ( íàáëþäàåìû, òî íàáëþäàåìû è ñîáûòèÿ � EMBED Equation.2  ���. 

Ñèñòåìà ñîáûòèé F íàçûâàåòñÿ ïîëåì ñîáûòèé èëè àëãåáðîé ñîáûòèé, åñëè äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèé A, B ( F âûïîëíÿåòñÿ:

Äîïîëíåíèÿ � EMBED Equation.2  ���

(A+B) ( F, (A(B) ( F

âñå êîíå÷íûå ñóììû ýëåìåíòîâ èç àëãåáðû ïðèíàäëåæàò àëãåáðå

âñå êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç àëãåáðû ïðèíàäëåæàò àëãåáðå

âñå äîïîëíåíèÿ êîíå÷íûõ ñóìì è ïðîèçâåäåíèé ïðèíàäëåæàò àëãåáðå.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó ( ìû ðàñøèðÿåì äî àëãåáðû èëè ïîëÿ F ïóòåì âêëþ÷åíèÿ âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì, ïðîèçâåäåíèé, è èõ äîïîëíåíèé. Ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèÿ íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëåì èëè àëãåáðîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé ñèñòåìîé - àëãåáðîé, ïîëåì.

Ýòàï 2:

Êàæäîìó ñîáûòèþ A ( F ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî P(A), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A. Òàêàÿ îïåðàöèÿ çàäàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà - ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû èç ñèñòåìû àëãåáðû F. Ââåäåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå èç òðåõ àêñèîì. 

� EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���

P(U)=1.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò àëãåáðå F.

� EMBED Equation.2  ���.      Åñëè  � EMBED Equation.2  ���, òî      � EMBED Equation.2  ���.

Àëãåáðà ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ( - àëãåáðîé, åñëè ýòà ñèñòåìà ñîáûòèé ñîäåðæèò â ñåáå âñå êîíå÷íûå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ èç àëãåáðû F è èõ äîïîëíåíèÿ, à òàêæå âñå áåñêîíå÷íûå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ èç àëãåáðû è èõ äîïîëíåíèÿ.

Ïðèìåð: Â ïðîñòðàíñòâå R1 çàäàäèì â êà÷åñòâå ïîëÿ ñîáûòèé âñå êîíå÷íûå èíòåðâàëû âèäà a(x(b, b(a.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîé àëãåáðû íà ( - àëãåáðó ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ áîðåëåâñêîé àëãåáðû, ýëåìåíòû êîòîðîé íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè. Áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà ïîëó÷àåòñÿ íå òîëüêî ðàñøèðåíèåì ïîëÿ âèäà a(x(b, íî è ðàñøèðåíèåì ïîëåé âèäà a(x(b, a(x(b.

Íàä íàáëþäàåìûì ïîëåì ñîáûòèé F çàäàåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà - ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ïîëÿ F, ò.å. ñîáûòèÿ. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì-àêñèîìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

� EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���.    P(A) - ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå ñåãìåíòó [0, 1] è íàçûâàþùååñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A.

P(A) ( [0, 1]       P(U)=1.

Ïóñòü èìååòñÿ A1, A2, A3,..., Ak - ñèñòåìà ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

� EMBED Equation.2  ���      Åñëè  � EMBED Equation.2  ���, òî      � EMBED Equation.2  ���.

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ìåðû.

Ïîñòðîèì ìèíèìàëüíóþ ( - àëãåáðó,  êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ïîëå ñîáûòèé F (íàïðèìåð, áîðåëåâñêàÿ ( - àëãåáðà - ýòî ìèíèìàëüíàÿ ( - àëãåáðà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîëå âñåõ ïîëóèíòåðâàëîâ íåíóëåâîé äëèíû).

Òîãäà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ P(A) îäíîçíà÷íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ýëåìåíòû ìèíèìàëüíîé ( - àëãåáðû è ïðè ýòîì íè îäíà èç àêñèîì íå íàðóøàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäëåííîå P(A) íàçûâàåòñÿ ( - àääèòèâíîé ìåðîé.

( - àëãåáðà ñîäåðæèò íåíàáëþäàåìûå ñîáûòèÿ íàðÿäó ñ íàáëþäàåìûìè.

Íî â àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìîæåò ïðîèçîéòè ëþáîå ñîáûòèå èç ( - àëãåáðû.

Ðàñøèðåíèå ïîëÿ íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé íà ( - àëãåáðó ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþ ïîëó÷èòü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè âåðîÿòíîñòè áåç ïîíÿòèÿ ( - àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà ((, (, P), ãäå

( - ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïîñòðîåííîå äëÿ äàííîãî èñïûòàíèÿ;

( - (-àëãåáðà, çàäàííàÿ íà ( - ñèñòåìå âîçìîæíûõ ñîáûòèé, êîòîðàÿ èíòåðåñóåò èññëåäîâàòåëÿ, â ðåçóëüòàòå ïðîâîäèìûõ èñïûòàíèé;

P - ( - àääèòèâíàÿ ìåðà, ò.å. ( - àääèòèâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòû èç ( - àëãåáðû è óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåì àêñèîìàì òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

� EMBED Equation.2  ���   � EMBED Equation.2  ���.    P(A) - íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A.

Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1       P(()=1.

Âåðîÿòíîñòü ñóììû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé

� EMBED Equation.2  ��� 

� EMBED Equation.2  ���,     � EMBED Equation.2  ���.

k - âîçìîæíî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå:

Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (+V=(. ( è V íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ.

Ïî òðåòåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòè èìååì:

P((+V)=P(Q)=P(U)=1

P(()+P(V)=P(()

1+P(V)=1

P(V)=1

Ïóñòü ( ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (={E1, E2,..., Em} òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ � EMBED Equation.2  ���. Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, òîãäà ïî òðåòåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòè èìååò ìåñòî � EMBED Equation.2  ���

Ïóñòü íåêîòîðîå ñîáûòèå A(( ñîñòîèò èç k ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, òîãäà {Ei1, Ei2,..., Eik} � EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü: Åñëè A(B, òî P(B)(P(A), B=A+C, A è  C íåñîâìåñòíû.

* Ïóñòü B=A+C, A è B íåñîâìåñòíû. Òîãäà ïî òðåòåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòè P(B)=P(A+C)=P(A)+P(C)  ò.ê. 1(P(C)(0 - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî P(B)(P(A).

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.

Ïóñòü ( ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû, ò.å. íè îäíîìó èç íèõ èç íèõ íåëüçÿ îòäàòü ïðåäïî÷òåíèÿ äî èñïûòàíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîâåðîÿòíûìè.

Òîãäà äîñòîâåðíîå ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���  m - êîëè÷åñòâî ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé

� EMBED Equation.2  ���,                  � EMBED Equation.2  ���,              � EMBED Equation.2  ���

Ïóñòü ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ��� Òîãäà � EMBED Equation.2  ���, ò.å. ñîáûòèå A ñîñòîèò èç k ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Åñëè ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâíîâåðîÿòíûìè, òî âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà äðîáè ÷èñëèòåëü êîòîðîé ðàâåí ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â äàííîå, à çíàìåíàòåëü - îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü.

P(A/B)

Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A, ïðè óñëîâèè ñîáûòèÿ B, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ýòî èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ñîáûòèå B.

Âûâîä ôîðìóëû óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîâåðîÿòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé













�





Äåéñòâèòåëüíî, â äàííîì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî îäíî èç t ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â B. Âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííîãî èñïûòàíèÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ, âõîäÿùåãî â B ðàâíà 1/t. Òîãäà ïî êëàññè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè, â äàííîì èñïûòàíèè ñîáûòèå A ïðîèçîéäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ r/t.

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���





Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòü ýòó ôîðìóëèðîâêó íåâîçìîæíî, â òåîðèè âåðîÿòíîñòè îíà ââîäèòñÿ êàê ïðàâèëî. Ñóùåñòâóåò ëèøü òîëêîâàíèå ýòîé ôîðìóëû.

Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè â îáùåì ñëó÷àå.

Ïóñòü â nB èñïûòàíèÿõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, à â nA èñïûòàíèÿõ ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Íàéäåì óñëîâíóþ ÷àñòîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå B. Ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôîðìóëû, ò.ê. ïîä âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë ÷àñòîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåðèÿ èñïûòàíèé äîñòàòî÷íî äëèííàÿ.

Óñëîâíàÿ ÷àñòîñòü � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Ðàññìàòðèâàÿ AB êàê îäíî ñîáûòèå D èìååì: � EMBED Equation.2  ��� ñ äðóãîé ñòîðîíû � EMBED Equation.2  ���

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñîáûòèé A1, A2,...,Ak. Ïîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü èõ ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ ðàâíà:     � EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ìàò èíäóêöèè.

Ôîðìóëà ðàâíà äëÿ 2 è 3 (ñì. ðàíåå)

Ïóñòü ôîðìóëà âåðíà äëÿ k-1.

� EMBED Equation.2  ���

Ââåäåì ñîáûòèå B. 

� EMBED Equation.2  ���

P(A1A2...Ak-1)=P(B)

P(A1A2...Ak)=P(AkB)=P(B)(P(AkB)

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ.

Äâà ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P(A/B)=P(A); P(B)=P(B/A) - äîêàçàòü.

Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ äâóõ ñîáûòèé A è B ðàâíà P(AB)=P(B)P(A/B)=P(A)P(B),

ïðè ýòîì ïîêàæåì, ÷òî P(B/A)=P(B); P(AB)=P(B)P(A)=P(A)P(B/A)

Ñîáûòèÿ A1A2...Ak íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ìåæäó ñîáîé, åñëè âåðîÿòíîñòü èõ ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���. Äâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿ ñîâìåñòíû.

* Åñëè áû ñîáûòèÿ áûëè íåñîâìåñòíû, òî P(A/B)=0 è P(B/A)=0, ò.ê. îíè íåçàâèñèìû, òî P(A/B)=P(A) è P(B/A)=P(B), ò.å. óòâåðæäåíèå “íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû”, ò.ê. P(A)=0 è P(B)=0, òî ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

� EMBED Equation.2  ���

U - äîñòîâåðíîå ñîáûòèå

� EMBED Equation.2  ���

Ïîêàæåì, ÷òî ñîáûòèÿ � EMBED Equation.2  ��� íåñîâìåñòíû.

* Åñëè ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, òî � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���;

ò.å. ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû.

Òîãäà ïî òðåòåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòè � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî íà îñíîâàíèè (1) è çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè

� EMBED Equation.2  ���

Ïîêàçàòü ñàìèì, ÷òî âñå òðè ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñîâìåñòíû.

� EMBED Equation.2  ���

Íà îñíîâàíèè ïåðâîé è òðåòåé àêñèîìû òåîðèè âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì:

� EMBED Equation.2  ���

Èìååò ìåñòî òîæäåñòâî � EMBED Equation.2  ���, ïîêàçàòü ñàìèì, ÷òî � EMBED Equation.2  ��� íåñîâìåñòíû

� EMBED Equation.2  ���

Ïî òðåòåé àêñèîìå: 

� EMBED Equation.2  ���

Äëÿ ýêçàìåíà äîêàçàòü ñàìèì ôîðìóëó ñóììû ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîáûòèé

� EMBED Equation.2  ���

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó A èç k ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.

B1, B2, ..., Bk       � EMBED Equation.2  ���

Ïóñòü äàíî ñîáûòèå A, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó A=B1A+B2A+...+BkA.

Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ B1A, B2A, BkA ïîïàðíî íåñîâìåñòíû. BiABjA=BiBjAA=VAA=V

Íàéòè âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A. Ëþáîå ñîáûòèå âõîäÿùåå â A, îáÿçàòåëüíî âõîäèò â íåêîòîðîå, íî îäíî Bi, ò.ê. B1, B2, ..., Bk îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó.

Ò.ê. B1, B2, ..., Bk íåñîâìåñòíû,  òî ïî òðåòåé àêñèîìå òåîðèè âåðîÿòíîñòè èìååì:

� EMBED Equation.2  ���; ò.å.



� EMBED Equation.2  ���



Íàïðèìåð: Èìåþòñÿ óðíû òðåõ ñîñòàâîâ

1�5 óðí�6 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà��2�3 óðíû�10 áåëûõ è 1 ÷åðíûé��3�7 óðí�0 áåëûõ è 10 ÷åðíûõ��Âñå øàðû â êàæäîé óðíå ïåðåìåøàíû.

Èñïûòàíèå - èçâëåêàåòñÿ øàð. Êàêàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ýòîì áóäåò èçâëå÷åí áåëûé øàð.

B1 - Âûòàùèòü ëþáîé øàð èç óðíû 1.

B2 - Âûòàùèòü ëþáîé øàð èç óðíû 2.

B3 - Âûòàùèòü ëþáîé øàð èç óðíû 3.

A  - Èçâëå÷ü áåëûé øàð.

A=B1A+B2A+B3A

B1, B2, B3 - ïîïàðíî íåñîâìåñòíû.

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè: P(A)=P(B1)P(A/B1)+P(B2)P(A/B2)+P(B3)P(A/B3)

P(B1)=1/3�P(A/B1)=6/9=2/3��P(B2)=1/5�P(A/B2)=10/11��P(B3)=7/15�P(A/B3)=0��P(A)=1/3(2/3+1/5(11/10+7/15(0=2/9+2/11=40/99(0.4

Ôîðìóëà Áàéåñà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òà æå, íî ðåøàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó.

Ïðîâîäèòñÿ èñïûòàíèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ñîáûòèå Bi.

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè íàçûâàþòñÿ àïîñòåðèîðíûìè, à áåçóñëîâíûå - àïðèîðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

P(ABi)=P(A)P(Bi/A)=P(Bi)P(A/Bi)

Îòêóäà, � EMBED Equation.2  ���

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Áàéåñà: � EMBED Equation.2  ���

Êîìïîçèöèÿ èñïûòàíèé.

Èìååòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ïîðîæäàåò èñïûòàíèå 1.

� EMBED Equation.2  ���

ãäå Ei, i=1, ..., m1 - ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ.

P(Ei), i=1, ..., m1 - âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Èñïûòàíèå 2 ïîðîæäàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âèäà

� EMBED Equation.2  ���

P(Ei), P(Qj) - ðàçíûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû.

Êîìïîçèöèåé äâóõ èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ ñëîæíîå èñïûòàíèå, ñîñòîÿùåå â ïîâåäåíèè ïåðâîãî è âòîðîãî èñïûòàíèÿ.

Êîìïîçèöèÿ èñïûòàíèé ïîðîæäàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âèäà:

� EMBED Equation.2  ���          � EMBED Equation.2  ���

EiQj - êîìïîçèöèîííîå ñîáûòèå.

Â îáùåì ñëó÷àå ïî P(Ei) è P(Qj) íàéòè P(EiQj) íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Äâà èñïûòàíèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ðàçëè÷íûå èñõîäû îáîèõ èñïûòàíèé îïðåäåëÿþòñÿ íåñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèÿ âûòåêàåò, ÷òî óñëîâíûå ÷àñòîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ â îäíîì èñïûòàíèè, ïðè óñëîâèè, ÷òî âî âòîðîì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ñîáûòèé ðàâíû áåçóñëîâíûì ÷àñòîñòÿì, åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

Ïóñòü èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ïåðâîãî èñïûòàíèÿ ïðîèçîøëî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå Ei, â ðåçóëüòàòå âòîðîãî èñïûòàíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè âñå ÷òî óãîäíî.

Òîãäà ñëîæíîå ñîáûòèå, îïðåäåëÿþùåå èñõîä ïåðâîãî è âòîðîãî èñïûòàíèÿ èìååò âèä:

 � EMBED Equation.2  ���  è ðàâíî ñóììå êîìáèíàöèé èñõîäîâ ïåðâîãî è âòîðîãî èñïûòàíèé.

Âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî ñîáûòèÿ A.

� EMBED Equation.2  ���, ò.å. ðåçóëüòàòû âòîðîãî èñïûòàíèÿ íå çàâèñÿò îò ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî.

Åñëè â ðåçóëüòàòå âòîðîãî èñïûòàíèÿ ïðîèçîøëî ñîáûòèå Qj, à â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî èñïûòàíèÿ ìîãëî ïðîèçîéòè âñå ÷òî óãîäíî, òî ñëîæíîå ñîáûòèå B èìååò âèä: � EMBED Equation.2  ���.

Âåðîÿòíîñòü ñëîæíîãî ñîáûòèÿ B ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé êîìáèíàöèé âèäà EiQj, i=1, ..., m1

� EMBED Equation.2  ���, ò.ê. èñõîäû ïåðâîãî èñïûòàíèÿ íå âëèÿþò íà èñõîäû âòîðîãî èñïûòàíèÿ.  Èç ôàêòà: P(AB)=P(A)P(B/A); P(B/A)=P(B); AB=EiQj (íàäî äîêàçàòü)

A={EiQ1, EiQ2, ..., EiQj, ..., EiQm2}

B={E1Qj, E2Qj, ..., EiQj, ..., Em1Qj}

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ AB â íåãî âõîäÿò òîëüêî òå ñîáûòèÿ, êîòîðûå âõîäÿò è â A, è â B. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî ñîáûòèå EiQj âõîäèò è â A, è â B, òî AB= EiQj. Ñëåäóåò:

� EMBED Equation.2  ���

Êîìïîçèöèîííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä: � EMBED Equation.2  ���

Îáùàÿ ñòðóêòóðà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé â êîìïîçèöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì êîìïîçèöèåé èñïûòàíèé:

� EMBED Equation.2  ���

ò.å. â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî èñïûòàíèÿ ïðîèçîøëè ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ: � EMBED Equation.2  ���.

Â ðåçóëüòàòå âòîðîãî èñïûòàíèÿ ñîáûòèÿ: � EMBED Equation.2  ���.

Ñëîæíîå ñîáûòèå B îïðåäåëÿåò âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè èñõîäîâ äâóõ èñïûòàíèé íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî èñïûòàíèÿ ïðîèçîøëè ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ: � EMBED Equation.2  ���.

Â ðåçóëüòàòå âòîðîãî èñïûòàíèÿ ñîáûòèÿ:  � EMBED Equation.2  ���.

Òîãäà: � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���, ò.ê. âòîðîå èñïûòàíèå íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû ïåðâîãî.

� EMBED Equation.2  ���

ò.ê. � EMBED Equation.2  ���, (íàäî äîêàçàòü)

òî � EMBED Equation.2  ���

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íåçàâèñèìûìè èñïûòàíèÿìè îáû÷íî íå òðåáóåòñÿ ñòðîèòü êîìïîçèöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à èñïîëüçîâàòü ôîðìàëüíî íåâåðíóþ çàïèñü:  P(A(B)=P(A)(P(B).

Êîìïîçèöèÿ n èñïûòàíèé.

Èìååòñÿ n èñïûòàíèé. Çàäàäèì äëÿ i-ãî èñïûòàíèÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî:

� EMBED Equation.2  ���        i=1, ..., n

Êîìïîçèöèåé n èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ ñëîæíîå èñïûòàíèå, ñîñòîÿùåå â ñîâìåñòíîì ïðîâåäåíèè n èñïûòàíèé. Çàäàåòñÿ n èñïûòàíèé, âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååò âèä:

� EMBED Equation.2  ���          i=1, ..., n

Êîìïîçèöèîííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä: 

� EMBED Equation.2  ��� 		j1=1, ..., m1;	j2=1, ..., m2;	jn=1, ..., mn;



Êîìïîçèöèÿ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

Èñïûòàíèÿ (n - èñïûòàíèé) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè íåîäíîçíà÷íîñòü èñõîäà êàæäîãî èç èñïûòàíèé îïðåäåëåíà íå ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ãðóïïàìè ôàêòîðîâ.

Ñîáûòèå A1: â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ êîìïîçèöèîííîãî èñïûòàíèÿ â ïåðâîì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���

Ñîáûòèå An: â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ êîìïîçèöèîííîãî èñïûòàíèÿ â ïåðâîì èñïûòàíèè ïðîèçîøëî ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���         i=1, ..., n

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå: � EMBED Equation.2  ���

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé î÷åâèäíî, ÷òî:

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.

Ñëåäîâàòåëüíî:  � EMBED Equation.2  ���.

Íà ïðàêòèêå íå ñòðîÿò êîìïîçèöèîííûõ ïðîñòðàíñòâ, à çàïèñûâàþò ôîðìàëüíî íåïðàâèëüíóþ ôîðìóëó: P(A1A2...An)=P(A1)P(A2)...P(An).

Êîìïîçèöèîííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä:

� EMBED Equation.2  ��� 		j1=1, ..., m1;	j2=1, ..., m2;	jn=1, ..., mn;

Îáùàÿ ñòðóêòóðà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé â êîìïîçèöèîííîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä:

1-å ñîáûòèå -�ýòî ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â 1-ì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå��2-å ñîáûòèå -�ýòî ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò âî 2-ì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå��n - ñîáûòèå -�ýòî ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â n-ì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå��Ðàññìîòðèì äâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà.

I�II��� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����Î÷åâèäíî, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü èñïûòàíèÿ äî èñïûòàíèÿ â ïåðâîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå âûøå, ÷åì âî âòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, äî èñïûòàíèÿ â I íåëüçÿ íè îäíîìó èç ñîáûòèé îòäàòü ïðåäïî÷òåíèÿ, à âî II ñîáûòèå E3 ïðîèñõîäèò ÷àùå.



Ýíòðîïèÿ - ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè èñõîäà èñïûòàíèÿ (äî èñïûòàíèÿ).



Ïåðâûì, êòî ôóíêöèîíàëüíî çàäàë âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè áûë Øåííîí.



� EMBED Equation.2  ���,           � EMBED Equation.2  ���



Äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà:

� EMBED Equation.2  ���

Ýíòðîïèÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì: � EMBED Equation.2  ���. Åñëè P1=0, òî Pi(logPi�=0.

Ñàìèì ïîêàçàòü, ÷òî:

 Åñëè âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íå èìååò îïðåäåëåííîñòè, ò.å. êàêîå-òî èç Pi=1, à îñòàëüíûå ðàâíû 0, òî ýíòðîïèÿ ðàâíà íóëþ.

 Åñëè ýëåìåíòàðíûé èñõîä ðàâíîâåðîÿòåí, ò.å. � EMBED Equation.2  ���, òî ýíòðîïèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

0(Pi(1,  � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���,   � EMBED Equation.2  ���

ò.î. âåðîÿòíîñòè p1, p2, ..., ps îáðàùàþòñÿ â íîëü, íàïðèìåð pi, êîòîðàÿ ðàâíà 1. Íî log1=0. Îñòàëüíûå ÷èñëà òàêæå îáðàùàþòñÿ â 0, ò.ê. � EMBED Equation.2  ���.

Äîêàæåì, ÷òî ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé äîñòèãàå ìàêñèìóìà, êîãäà âñå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ýíòðîïèþ ñèñòåìû êàê ôóíêöèþ âåðîÿòíîñòåé p1, p2, ..., ps è íàéäåì óñëîâíûé ýêñòðåìóì ýòîé ôóíêöèè, ïðè óñëîâèè, ÷òî � EMBED Equation.2  ���.

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, áóäåì èñêàòü ýêñòðåìóì ôóíêöèè: � EMBED Equation.2  ���. 

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî p1, p2, ..., ps è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíûå íóëþ ïîëó÷èì ñèñòåìó:

� EMBED Equation.2  ���              i=1, ..., s

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé p1.

Ò.ê.  � EMBED Equation.2  ���, òî p1= p2=, ..., = ps= 1/s.

Åäåíèöåé èçìåðåíèÿ ýíòðîïèè ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà âèäà: � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ 1 áèò.

Íåîïðåäåëåííîñòü èñõîäà èñïûòàíèÿ äî èñïûòàíèÿ àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò èíôîðìàòèâíîñòü èñõîäà èñïûòàíèÿ ïîñëå èñïûòàíèÿ. Ïîýòîìó â áèòàõ òàêæå èçìåðÿåòñÿ èíôîðìàòèâíîñòü èñõîäà.

Ðàññìîòðèì äâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà:

� EMBED Equation.2  ���                            � EMBED Equation.2  ���

Ïðîâîäèì êîìïîçèöèþ äâóõ èñïûòàíèé. Êîìïîçèöèîííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò âèä:

� EMBED Equation.2  ���            i=1, ..., s1             j=1, ..., s2   

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ìàêñèìàëüíàÿ ýíòðîïèÿ êîìïîçèöèîííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû. Íàéäåì ýíòðîïèþ êîìïîçèöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ñëó÷àÿ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

n èñïûòàíèé íàçûâàþòñÿ ñèñòåìîé èñïûòàíèé Áåðíóëëè, åñëè èñïûòàíèÿ íåçàâèñèìû, â êàæäîì èç íèõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���, ëèáî � EMBED Equation.2  ��� ñ âåðîÿòíîñòüþ íàñòóïëåíèÿ P(A) = p;   � EMBED Equation.2  ���

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ n èñïûòàíèé ñîáûòèå À ïðîèçîøëî m ðàç:

� EMBED Equation.2  ���

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé è ïîñòðîèì êîìïîçèöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Îáùèé âèä ýëåìåíòà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèé:

� EMBED Equation.2  ���

ãäå�� EMBED Equation.2  �����Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���(óìíîæåíèå ïðè íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿõ)� EMBED Equation.2  ���



Íàéäåì âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ èç êîìïîçèöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà:

� EMBED Equation.2  ���

Ðàññìîòðèì â êîìïîçèöèîííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèå: â n èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå A ïðîèçîøëî m ðàç.

Ñîáûòèå A ñîñòîèò èç � EMBED Equation.2  ��� - îáùåå êîë-âî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, â êîòîðîå âõîäèò ñîáûòèå À. À ïðîèçîøëî m ðàç, � EMBED Equation.2  ��� - n-m ðàç. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îäèíàêîâà è ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè III àêñèîìû òåîðèè âåðîÿòíîñòè ðåçóëüòàò ðàâíÿåòñÿ:



� EMBED Equation.2  ���  (ñëîæåíèå âåðîÿòíîñòåé)

� EMBED Equation.2  ���

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà



Ïóñòü èìååòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âèäà � EMBED Equation.2  ���.

Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ èçìåðèìàÿ ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ���, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ.

×èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ - ýòî ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

� EMBED Equation.2  ��� ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���- àëãåáðå è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ.

Åñëè ïðîèçâåäåíî èñïûòàíèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå � EMBED Equation.2  ���. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôóíêöèåé � EMBED Equation.2  ��� ýòîìó ýëåìåíòàðíîìó ñîáûòèþ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x â äàííîì èñïûòàíèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ââîäèòñÿ ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ F(x), � EMBED Equation.2  ���, îïðåäåëåííàÿ äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî x è ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ:



� EMBED Equation.2  ���



Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � EMBED Equation.2  ���.

Ðàññìîòðèì òðè ñîáûòèÿ:

� EMBED Equation.2  ���

ãäå a<b, a, b - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Ñâîéñòâà:

� EMBED Equation.2  ���

Ïîêàæåì, ÷òî èç ôàêòà

A2 Ì s-àëãåáðå

A1 Ì s-àëãåáðå

è ðàâåíñòâà � EMBED Equation.2  ��� ñëåäóåò, ÷òî A3 Ì s.

� EMBED Equation.2  ���

Ïî îïðåäåëåíèþ s-àëãåáðû A3 èçìåðèìà, ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü III àêñèîìó òåîðèè âåðîÿòíîñòè:

� EMBED Equation.2  ���

    F(x) - íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ

Åñëè x<y, òî

� EMBED Equation.2  ���

ò.ê. � EMBED Equation.2  ���, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåðíû.

Äëÿ âñåõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü íàïðàâëåííîé ñëåâà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå óáûâàåò, îíà îäíîçíà÷íî çàäàåò ñò÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó íà ïîëå, ïîðîæäåííîì âñåìè ïîëóèíòåðâàëàìè íåíóëåâîé äëèíû.

Ïî ââåäåííîìó ïîëþ ïîñòðîèì áîðåëåâñêóþ àëãåáðó. Îáîçíà÷èì åå b. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî BÌb íå ïðèíàäëåæàùåå ïîëþ. Ýòî òî÷êà èëè ñåãìåíò. Ò.ê. ìíîæåñòâî � EMBED Equation.2  ��� ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ñ÷åòíîé ñóììû èëè ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ïðèíàäëåæàùèõ s-àëãåáðå, òî è ýòî ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò s-àëãåáðå è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ B. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî BÎb ìíîæåñòâî

� EMBED Equation.2  ���àëãåáðå

ãäå � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ��� ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� EMBED Equation.2  ���

Ôóíêöèÿ g(x) íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèåé, åñëè äëÿ ëþáîãî BÌb ìíîæåñòâî 

� EMBED Equation.2  ���

Áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ - ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ íà ñèñòåìå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå ïîêàçàíî, ÷òî âñå èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè.

ÒÅÎÐÅÌÀ:

Ïóñòü g(x) áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, � EMBED Equation.2  ���- ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ò.å. èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ

� EMBED Equation.2  ���

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Áåðåì ïðîèçâîëüíîå BÌb. � EMBED Equation.2  ��� ïî îïðåäåëåíèþ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

� EMBED Equation.2  ���

ò.ê. � EMBED Equation.2  ���èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è � EMBED Equation.2  ���, òî AÌs-àëãåáðå

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ��� - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà



Ëþáàÿ ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ è îäíîçíà÷íî çàäàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âèäà:

� EMBED Equation.2  ���

b - áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà;

P - ìåðà íà áîðåëåâñêîé àëãåáðå;

R1 - ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ îñü.

Ââåäåì ôóíêöèþ F(x)

� EMBED Equation.2  ���

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x, íåóáûâàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñâåðõó. Ïîêàçàòü ñàìèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî çàäàåò ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó íà ïîëå, ïîðîæäåííîì âñåìè ïîëóèíòåðâàëàìè íåíóëåâîé äëèíû.

Äîêàæåì, ÷òî 0<F(x)<1

Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè, åñëè ôóíêöèÿ y=f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà. Ïîñêîëüêó íàøà ôóíêöèÿ íå óáûâàþùàÿ, òî ìàêñèìóì è ìèíèìóì îíà ñîîòâåòñòâåííî áóäåò èìåòü òàêîé:

� EMBED Equation.2  ���

ò.å. 0<F(x)<1.



2. Ïóñòü èìååì ñëåäóþùèå ôóíêöèè.

Ïîñòðîèì áîðåëåâó àëãåáðó íà ïîëå, òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîëå, áåç èçìåíåíèÿ àêñèîì òåîðèè âåðîÿòíîñòè, îäíîçíà÷íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ýëåìåíòû áîðåëåâîé àëãåáðû, íå ïðèíàäëåæàùèå ïîëþ. Ò.î. âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñòðîåíî, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñìûñë òåîðåìû.

Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè âû èññëåäóåòå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, òî íå íàäî ñòðîèòü àáñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, s-àëãåáðó, ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó, êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè � EMBED Equation.2  ���. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò ëèøü òî, ÷òî ñ÷èòàÿ R1 - ÷èñëîâîé ñêàëÿðíîé îñüþ - ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ìû äîëæíû íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), èñïîëüçóþ ñòàòèñòèêó: ðåçóëüòàòà êîíêðåòíîãî èñïûòàíèÿ íàä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé:

X1, X2, ..., Xn

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû



Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ îíà ìîæåò ïðèíÿòü çíà÷åíèå èç êîíå÷íîãî ëèáî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè áóêâàìè:

X, Y, Z

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çàäàåòñÿ â âèäå:

� EMBED Equation.2  ���, n - êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå.

Ïðèìåð:

Èñïûòàíèå - êîìïîçèöèÿ n-íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A ñ âåðîÿòíîñòüþ p, ëèáî � EMBED Equation.2  ��� ñ âåðîÿòíîñòüþ 1-p.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

� EMBED Equation.2  ���

Â ýòîì ïðèìåðå s-àëãåáðîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ââåäåííóþ íàìè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó x ïî îïðåäåëåíèþ ìîæíî çàäàòü:

� EMBED Equation.2  ���

- âåðõíÿÿ ñòðî÷êà - ýòî ñîâîêóïíîñòü âîçìîæíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà;

- íèæíÿÿ ñòðî÷êà - âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ýòèõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé.

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ çàäà÷àõ åñòåñòâîçíàíèÿ îòñóòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íûé ýòàï: èñïûòàíèå, W - ïðîñòðàíñòâî âñåõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ èñïûòàíèÿ, � EMBED Equation.2  ���- ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ýëåìåíòû êîòîðîé (ÌW.

Íà ñàìîì äåëå ñòðóêòóðà:

- èñïûòàíèå;

- èñõîä èñïûòàíèÿ;

- ÷èñëî íà ÷èñëîâîé îñè.

Âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.



Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà

� EMBED Equation.2  ���

xi - âñå âîçìîæíûå ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå èñõîäû èñïûòàíèÿ;

pi - âåðîÿòíîñòè èõ íàñòóïëåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ êàê áû àíàëîãîì öåíòðà ìàññ òî÷å÷íîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû:

� EMBED Equation.2  ���

Êàê öåíòð ìàññ:

� EMBED Equation.2  ���

Ñìûñë õàðàêòåðèñòèêè ìàò.îæèäàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ýòî òî÷êà íà ÷èñëîâîé îñè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ãðóïïèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû êîíêðåòíûõ èñïûòàíèé íàä äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ



1. MC=C

� EMBED Equation.2  ���



2. MCX=CMX

Ïîñòðîèì òàáëèöó äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû CX:

� EMBED Equation.2  ���

ïî îïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���



3. M(X+a)=MX+a, a=const

Ïîñòðîèì òàáëèöó äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x+a

� EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü ñëåäñòâèå



4. M(aX+b)=aMX+b, ãäå a, b - êîíñòàíòû

� EMBED Equation.2  ���

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé f(x) îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y.

� EMBED Equation.2  ���

Âåðõíÿÿ ñòðî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ñòðî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äëÿ âåëè÷èíû Y.

Âñå îäèíàêîâûå ÷èñëà â âåðõíåé ñòðî÷êå çàìåíÿåòñÿ îäíèì, âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ êîòîðîãî ðàâíà ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé.

Ñëåäñòâèå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ðàâíÿåòñÿ:

� EMBED Equation.2  ���

Íà÷àëüíûì ìîìåíòîì Ê-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xk.

� EMBED Equation.2  ���

Öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà - ýòî âåëè÷èíà, ðàâíàÿ X’=X-MX

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå MX’ ðàâíî 0.

� EMBED Equation.2  ���



Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì Ê-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûé ìîìåíò Ê-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X’

� EMBED Equation.2  ���

ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ çàäà÷ ïðàêòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè ði íåèçâåñòíû, íî ñ÷èòàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü - ýòî ÷àñòîñòü, ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé

� EMBED Equation.2  ���

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

� EMBED Equation.2  ���

Äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé êîíöåíòðàöèè ðåçóëüòàòîâ êîíêðåòíûõ èñïûòàíèé íàä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X.

Ñâîéñòâà.

1. ×åì ìåíüøå äèñïåðñèÿ, òåì áîëåå òåñíî ãðóïïèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû êîíêðåòíûõ èñïûòàíèé îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ïóñòü äèñïåðñèÿ ìàëà, òîãäà ìàëî êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû (xi-n)2pi. Òîãäà äëÿ , xi êîòîðîå ïî ìîäóëþ ðåçêî îòëè÷àåòñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ n, pi - ìàëî. Ñëåäîâàòåëüíî, áîëüøóþ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ìîãóò èìåòü ëèøü òå xi, êîòîðûå ïî ìîäóëþ ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.



2. Åñëè äèñïåðñèÿ ðàâíà 0, òî X - const.

� EMBED Equation.2  ���



3.

D(X+C)=DX

Y=X+C

Y’=Y-MY=X+C-M(X+C)=X+C-MX-C=X-MX=X’

DY=M(Y’)2=M(X’)2=DX



4.

DCX=C2DX

Y=CX

DY= M(Y’)2=M(Y’)2

Y’=Y-MY=CX-MCX=CX-MCX=C(X-MX)=CX’

DY= M(Y’)2=M(CX’)2=C2M(X’)2=C2DX



5. 

� EMBED Equation.2  ���

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ óäîáñòâà äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

� EMBED Equation.2  ���

ò.å. ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî X, F(x) ÷èñëåííî ðàâíî âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ: â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé íàä X îíî ïðèíÿëî çíà÷åíèå ñòðîãî ìåíüøå x.



� EMBED Word.Picture.6  ���

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèÿ



� EMBED Equation.2  ���

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà âèäà � EMBED Equation.2  ���

Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ âèäà:



� EMBED Equation.2  ���



Ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè



1. � EMBED Equation.2  ���



2.

 � EMBED Equation.2  ���



3. Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè â ðÿä Ìàêëîðåíà èìååò âèä

� EMBED Equation.2  ���



Ôîðìóëà Òåéëîðà èìååò âèä

� EMBED Equation.2  ���

ïðè to=0 îíà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Ìàêëîðåíà

� EMBED Equation.2  ���

Ïðèìåð:

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ðàñïðåäåëåííóþ ïî áèíîìèíàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ:

� EMBED Equation.2  ���

Íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ:

� EMBED Equation.2  ���

Íàéòè DX è MX

� EMBED Equation.2  ���

Ïåðâàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà



Ïðîâåäåíà íåîãðàíè÷åííî áîëüøàÿ ñåðèÿ èñïûòàíèé, â ðåçóëüòàòå êàæäîãî èñïûòàíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà íà ÷èñëîâîé îñè. Ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê íà ÷èñëîâîé îñè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì ñâîéñòâàì.

1. Ñòàöèîíàðíîñòü. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îòðåçîê äàííîé äëèíû ïîïàäàåò äàííîå êîëè÷åñòâî òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äëèíîé ýòîãî îòðåçêà è íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ýòîãî îòðåçêà íà ÷èñëîâîé îñè.

2. Îðäèíàðíîñòü. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äîñòàòî÷íî ìàëûé îòðåçîê äëèíû Dx ïîïàäàåò îäíà òî÷êà, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé Dx ïîðÿäêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ýòîò îòðåçîê ïîïàäàåò áîëåå, ÷åì îäíà òî÷êà, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì Dx.

3. Ñâîéñòâî áåç ïîñëåäåéñòâèÿ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äàííûé îòðåçîê ïîïàëî îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî òî÷åê íå çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî òî÷åê â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîé áåñêîíå÷íî ñåðèè èñïûòàíèé ïîïàëî íà îòðåçîê, íå ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ äàííûì.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà äàííûé îòðåçîê äëèíà l ïîïàäàåò m òî÷åê.



� EMBED Word.Picture.6  ���



Îáîçíà÷èì ÷åðåç xl - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëåííîñòè òî÷åê, âûïàâøèõ íà îòðåçîê äëèíû l.

� EMBED Equation.2  ���

Íà ÷èñëîâîé îñè ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû 1 è îáîçíà÷èì:

MX1=l

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òî÷åê, ïîïàâøèõ íà îòðåçîê äëèíû 1. Ïî ñâîéñòâó ñòàöèîíàðíîñòè l îäèíàêîâî äëÿ âñåõ îòðåçêîâ.



MX1=ll - äîêàçàòü

Ïóñòü l - öåëîå ÷èñëî. Ðàçîáüåì îòðåçîê äëèíû l íà l îòðåçêîâ åäèíîé äëèíû. Òîãäà êîëè÷åñòâî òî÷åê, ïîïàâøèõ íà îòðåçîê äëèíû l áóäåò ðàâíî ÷èñëó òî÷åê, ïîïàâøèõ íà êàæäûé èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ äëèíû 1 (òóò èñïîëüçîâàëîñü ñâîéñòâî áåñïîñëåäåéñòâèÿ).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

� EMBED Equation.2  ���

èìååì

MX1=ll

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà òî÷åê, ïîïàâøèå íà îòðåçîê äëèíû l ðàâíî ìàò. îæèäàíèé òî÷åê, ïîïàâøèõ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè. Ïóñòü l - íå öåëîå ÷èñëî. Âûäåëÿåì öåëóþ ÷àñòü. Òîãäà

� EMBED Equation.2  ���

Íà ÷èñëîâîé îñè ðàññìîòðèì îòðåçîê äëèíû l, ðàçîáüåì åãî íà n îòðåçêîâ äàííîé äëèíû

� EMBED Equation.2  ���

òàêîé, ÷òî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî îðäèíàðíîñòè. Òîãäà ñ îïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðàÿ òåì ìåíüøå, ÷åì áîëüøå n ìîæíî ñ÷èòàòü

� EMBED Equation.2  ���

ò.å. íà îòðåçîê äëèíû Dx ïîïàäàåò íå áîëåå, ÷åì îäíà òî÷êà, òîãäà

� EMBED Equation.2  ���

Äëÿ äîñòàòî÷íîãî ìàëîãî îòðåçêà äëèíû lDx âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íåãî îäíîé òî÷êè Dx, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íè÷åãî íå ïðîèçîéäåò 1- lDx.

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ m òî÷åê ïîïàäàåò íà îòðåçîê äëèíû l òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà â m îòðåçêàõ ïîïàäàåò ïî îäíîé òî÷êå. Òîãäà íà îñíîâàíèè 3-ãî ñâîéñòâà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

� EMBED Equation.2  ���

Òî÷íóþ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èì ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ÷èñëå ðàçäåëåíèé îòðåçêà � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Òóò ìû ðàçëîæèëè � EMBED Equation.2  ��� â ðÿä Ìàêëîðåíà.

Íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

� EMBED Equation.2  ���

Íàéòè MX è DX

� EMBED Equation.2  ���

Âòîðàÿ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà



Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáû÷íàÿ ñõåìà áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîì n - âåëèêî, à p - äîñòàòî÷íî ìàëî. Òîãäà òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â m èñïûòàíèÿõ èìååò âèä

� EMBED Equation.2  ���

Ýòà ôîðìóëà ïðè áîëüøèõ n âû÷èñëÿåòñÿ ñëîæíî. Òàêóþ âåðîÿòíîñòü çàìåíÿþò ïðèáëèæåííîé

� EMBED Equation.2  ���

Äëÿ íàéäåííîãî a ïîñòðîèì ãèïîòåòè÷åñêèé ðÿä âåðîÿòíîñòåé

� EMBED Equation.2  ���

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ìàëûõ p èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

� EMBED Equation.2  ���

ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ïîñòðîåííîãî ãèïîòåòè÷åñêîãî ðÿäà âåðîÿòíîñòåé, à âî âòîðûõ íàõîäèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ðÿäà. È, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî çíà÷åíèå ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå äîïóñòèìîé õîðîøåé àïïðîêñèìàöèè çíà÷åíèé èñêîìîé âåðîÿòíîñòè.

Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé êàê ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê ÷èñëîâîé îñè. Â ýòîì ñëó÷àå ââåäåííàÿ ðàíåå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä: � EMBED Equation.2  ���.

Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèå a, ãäå a - ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

P(X=a).

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü ñàìèì.

		� EMBED Equation.2  ���

Ñëåäîâàòåëüíî:

� EMBED Equation.2  ���

Ìû âïåðâûå ñòîëêíóëèñü ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ñîáûòèå ïðèíöèïèàëüíî ìîæåò ïðîèçîéòè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ, íî èìååò âåðîÿòíîñòü ðàâíóþ 0 . Â èíæåíåðíîì òîëêîâàíèè ýòî îçíà÷àåò: â äàííîé êîíå÷íîé ñåðèè èñïûòàíèé äàííîå ñîáûòèå íèêîãäà íå ïðîèçîéäåò.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè åå ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü (ëèáî îòðåçîê (îòðåçêè) ÷èñëîâîé îñè), à âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ.

P(a(X<b)=P(a(X(b)=F(b)-F(a)

Åñëè îò ñëîæíîãî ñîáûòèÿ âû÷åñòü êîíå÷íîå ëèáî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ íîâîãî ñîáûòèÿ îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé.

Ôóíêöèÿ f(x) - ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà x íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè, è ñóùåñòâóåò â òî÷êå x, åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðåäåë:

� EMBED Equation.2  ���

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé.

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Ñëåäñòâèå: Åñëè ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè, òî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ôîðìàëüíî ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü, ïîëîæèâ âíå îòðåçêà çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàâíîå 0.

Âòîðîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

�Åñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â òî÷êå x ñóùåñòâóåò, òî P(x(X(x+(x)=f(x)(x+î((x). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò çíà÷åíèå â îòðåçêå ñ òî÷íîñòüþ äî î((x) ðàâíà F(x)(x.



Ïðèìåð:

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

� EMBED Equation.2  ���                            òóò p(x)=f(x).



�















� EMBED Equation.2  ���

ò.ê. � EMBED Equation.2  ���

�

















Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

� EMBED Equation.2  ���









�















� EMBED Equation.2  ���

Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé àáñòðàêöèåé è â ÷èñòîì âèäå íà ïðàêòèêå íå âñòðå÷àåòñÿ, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî òåîðåòè÷åñêè íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü èçìåðèòåëüíîå óñòðîéñòâî, âû÷èñëÿþùåå ýòî âåëè÷èíó. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà èññëåäîâàòåëü èìååò äåëî ñî ñëó÷àéíûìè äèñêðåòíûìè âåëè÷èíàìè. Íà ïðàêòèêå îòðåçîê [a, b] ðàçáèâàþò íà îòðåçêè îäèíàêîâîé äëèííû, äëèíó óñòðåìëÿþò ê íóëþ. Ïðè ýòîì x ïðèíàäëåæèò îòðåçêó. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòðåçîê ñîäåðæèò x ðàâíà � EMBED Equation.2  ���. Ïðè � EMBED Equation.2  ��� ñèòóàöèÿ ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó: èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ, îäèí âàø. ßñíî, ÷òî â êîíå÷íîé ñåðèè ðîçûãðûøåé âû íèêîãäà íå âûèãðàåòå. Íåçàâèñèìî îò ýòîãî âåëèêî óäîáñòâî ðàáîòû ñ íåïðåðûâíûìè âåëè÷èíàìè. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà çàäàþòñÿ îäíîé èç äâóõ ôóíêöèé - ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ëèáî ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè.

Âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé îò íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Y=((x)

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî:

� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���- ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îáîñíîâàíèå ýòîé ôîðìóëû.

Àïïðîêñèìèðóåì íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû Y*, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé. Ïóñòü ÷èñëîâàÿ îñü - ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû X, ðàçîáüåì âñþ ÷èñëîâóþ îñü íà îòðåçêè äîñòàòî÷íî ìàëîé äëèíû.



�



2n îòðåçêîâ.

Åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷åíà X ïîïàëà â îòðåçîê ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé xi, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷åíà X* ïðèíÿëà çíà÷åíèå ((xi) ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëîé (x - äëèíû i-ãî îòðåçêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Y* ïðèìåò çíà÷åíèå ((xi) ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì (x, òåì áîëåå òî÷íî Y* àïïðîêñèìèðóåò Y.

Âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ((xi) äëÿ Y* ðàâíà � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���, ïðè � EMBED Equation.2  ���ýòà ñóììà ïåðåõîäèò â � EMBED Equation.2  ���.

Òîãäà � EMBED Equation.2  ���.

Ñàìèì ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñâîéñòâà ìàò. îæèäàíèÿ äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû.

� EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü, ÷òî

� EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü ñàìèì, ÷òî ñâîéñòâî 1 è 2 äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåïðåðûâíîãî.

� EMBED Equation.2  ���

Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà - íîðìàëüíîå



Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà) è íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé, åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

� EMBED Equation.2  ���

Èç îïðåäåëåíèÿ

� EMBED Equation.2  ���

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

� EMBED Equation.2  ���

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

� EMBED Equation.2  ���

                                    =1 (èíòåãðàë Ýéëåðà)

� EMBED Equation.2  ���

Èçîáðàçèì ïðèìåðíûé âèä ïëîòíîñòè

���� EMBED Mathcad  ���

�



Ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííóþ íîðìàëüíóþ âåëè÷èíó, ò.å. MX=0

� EMBED Equation.2  ���

Ó öåíòðàëüíîé íîðìèðîâàííîé âåëè÷èíû âñå íå÷åòíûå íà÷àëüíûå ìîìåíòû ðàâíû 0

� EMBED Equation.2  ���

Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà



Ôóíêöèåé Ëàïëàñà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

� EMBED Equation.2  ���

Ñâîéñòâà:

1) ïðè z>0 ôóíêöèÿ Ëàïëàñà îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè

MX=0

DX=1

â èíòåðâàëå (0, z)



2)

 � EMBED Equation.2  ���



3) � EMBED Equation.2  ��� - ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ



Èíîãäà â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ äâà âèäà ôóíêöèé Ëàïëàñà

� EMBED Equation.2  ���

Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà òàáóëèðîâàíà. Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîáûòèé âèäà

� EMBED Equation.2  ���

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ íàä x ïðîèçîéäåò ñëîæíîå ñîáûòèå: x ïðèìåò ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó ñ êîíöàìè (a, b).

� EMBED Equation.2  ���

Ïðèìåð.

x - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

f(x) - ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.

Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè g(n) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû H.

� EMBED Word.Picture.6  ���

Ðàññìîòðèì îòðåçîê (h, h+dh). Ñîáûòèþ ïîïàäàíèå H â îòðåçîê (h, h+dh) â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè h(x) ñîîòâåòñòâóåò ïîïàäàíèå x â îòðåçîê (x, x+dx). Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ òàêîãî ñîáûòèÿ îäèíàêîâû:

� EMBED Equation.2  ���

Òîãäà ïîñòðîèì ôóíêöèþ h(x), îáðàòíóþ x(h), x=x(h).

ò.ê. � EMBED Equation.2  ���

Âåðîÿòíîñòü ïåðâîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

� EMBED Equation.2  ���

Âåðîÿòíîñòü âòîðîãî ñîáûòèÿ

� EMBED Equation.2  ���

Ñëåäîâàòåëüíî

� EMBED Equation.2  ���

Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà



Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X ñ êîíå÷íûì ìàò. îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé � EMBED Equation.2  ���

Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà t âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ

� EMBED Equation.2  ���

Ïóñòü Z - íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè f(Z). Ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé âåëè÷èíû Z (0; ¥). Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

� EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

� EMBED Equation.2  ���

Ðàññìîòðèì äâà ñëîæíûõ ñîáûòèÿ

� EMBED Equation.2  ���

a - ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîêàçàòü ñàìèì, ÷òî x - óäîâëåòâîðÿåò è îäíîìó è äðóãîìó íåðàâåíñòâó.

Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� ñïðàâåäëèâî

� EMBED Equation.2  ���

Â äàííîì ñëó÷àå � EMBED Equation.2  ���

Ðàâíîìåðíîñòü íåðàâåíñòâ ïðè e>0

� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����èëè, â ÷àñòíîñòè, ïðè a=n=MX

� EMBED Equation.2  ���

ïðè e=st ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.



Ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Èíæåíåðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Ïðîâîäèòñÿ èñïûòàíèå. Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ôèêñèðóåòñÿ m ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé X1, X2, ...,Xm. Èñõîä èñïûòàíèÿ ñëó÷àéíûé.

Ïðèìåð: Èñïûòàíèå - ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîé òåõíîëîãèè âûïóñêà ïðîäóêòà. Èñõîä - ÷èñëåííîå çíà÷åíèå m õàðàêòåðèñòèê, îöåíèâ êîòîðûå ìû îöåíèì êà÷åñòâî ïðîäóêòà.

Ò.ê. â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè òåõíîëîãèè íà òåõíîëîãèþ äåéñòâóþò ñëó÷àéíûå ôàêòîðû, òî ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ íåîäíîçíà÷åí.

Àêñèîìàòèêà. Ôîðìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü.

Èìååòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî: ((, (, P). Çàäàäèì m ÷èñëîâûõ èçìåðèìûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé (1((), ..., (m((). Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé ïî îïðåäåëåíèþ. Âîçüìåì m ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ðàññìîòðèì ñîáûòèå A.

� EMBED Equation.2  ���

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîáûòèå A ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñîáûòèé Ai âèäà:

� EMBED Equation.2  ���

Ò.ê. êàæäîå Ai((-àëãåáðå, òî è A((-àëãåáðå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A è ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ m äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ñâîèõ àðãóìåíòîâ è ÷èñëåííî ðàâíà âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A.

F(x1, x2, ...,xm)=P(A)

Ýòî m-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ m-ìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû.

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè çíà÷åíèè õîòÿ áû îäíîãî åå àðãóìåíòà ðàâíîãî -(, ðàâíî 0, êàê âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ åå àðãóìåíòîâ ðàâíûõ +(, ðàâíî 1, êàê âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ.

Ôóíêöèÿ íå óáûâàåò ïî ëþáîé ñîâîêóïíîñòè åå àðãóìåíòîâ.

Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî÷òè âñþäó (äëÿ èíæåíåðíîé ïðàêòèêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà êîíå÷íîì, ëèáî ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ îíà ìîæåò èìåòü ñêà÷êè 1-ãî ðîäà).

Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî � EMBED Equation.2  ��� è çàäàäèì ïîëóèíòåðâàëû âèäà:

� EMBED Equation.2  ���

Äîêàçàòü ñàìèì, ÷òî P(B) ñóùåñòâóåò, è îáðàç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò (-àëãåáðå ïî (.

� EMBED Equation.2  ���

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî:

� EMBED Equation.2  ���

Ò.î. ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò â m-ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàäàòü ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó - ôóíêöèþ íà ïîëå, ïîðîæäåííîìó âñåìè m-ìåðíûìè ïîëóèíòåðâàëàìè îáúåìà ((i, ai(bi). Òîãäà ïîñòðîèì ìèíèìàëüíóþ (-àëãåáðó íà ýòîì ïîëå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì ïîëåì (àëãåáðîé) â m-ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ëþáàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ m-àðãóìåíòîâ óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì, ïðèâåäåííûì äëÿ m-ìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è îäíîçíà÷íî çàäàåò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âèäà:

� EMBED Equation.2  ���

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíæåíåðíîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ñëåäóþùåìó: ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé - ýòî m-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî ðåçóëüòàòàì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé íóæíî îöåíèòü m-ìåðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x1, x2, ...,xm). Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ m äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ. g(x1, x2, ...,xm). Ôóíêöèÿ g(x1, x2, ...,xm) íàçûâàåòñÿ  áîðåëåâñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî B(( â îäíîìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùàÿ � EMBED Equation.2  ���. Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ � EMBED Equation.2  ���- ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé - ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì èñïûòàíèå, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå äâóõ ÷èñåë èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ëèáî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïàð ÷èñåë. Ýòî èñïûòàíèå ôèçè÷åñêè ìîæåò áûòü îäíèì èñïûòàíèåì (ìãíîâåííîå èçìåðåíèå ïðèáîðîì âåëè÷åíû òîêà è íàïðÿæåíèÿ â ñåòè), à òàêæå ìîæåò áûòü êîìïîçèöèåé äâóõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîðîæäàåò îäíîìåðíóþ äèñêðåòíóþ âåëè÷èíó. Óñëîâíî äâóìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  îáîçíà÷àåòñÿ êàê XY, ëèáî ëþáûå äâå áóêâû ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, ëèáî äëÿ:  X:{x1, x2, ...,xs}, Y:{y1, y2, ...,yn}, ïðîâîäÿ èñïûòàíèå íàä äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàõîäÿò îäíî èç ÷èñåë èç X ëèáî èç Y. À âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû ôîðìàëüíî ñòðîèòñÿ òàê:

� EMBED Equation.2  ���

Äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà èç äâóõ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, Y, ãäå êàê X, òàê è Y ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû XY îïðåäåëèì ñëîæíîå ñîáûòèå A: Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ íàä äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé XY, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíÿëà çíà÷åíèå xi, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y - ëþáîå çíà÷åíèå.

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Ââîäèì ñëîæíîå ñîáûòèå B: Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ íàä äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé XY, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèíÿëà çíà÷åíèå yj�.

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Íàéäåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü: 

� EMBED Equation.2  ���

Àíàëîãè÷íî:

� EMBED Equation.2  ���

Ïîêàæåì ÷òî ñóììà óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé: � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå:

� EMBED Equation.2  ���;         � EMBED Equation.2  ���

Óñëîâíîé äèñïåðñèåé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå:

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���.

Óñëîâíîå ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ îòëè÷àþòñÿ îò áåçóñëîâíîé òîëüêî òåì, ÷òî â èõ îïðåäåëåíèè ïîäñòàâëÿåòñÿ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âìåñòî áåçóñëîâíîé.

Óñëîâíîå ìàò. îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû, ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷åíà ïðèíÿëà çàäàííîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåò ÷èñëî-òî÷êó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ãðóïïèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû êîíêðåòíûõ èñïûòàíèé íàä îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ýòîì èñïûòàíèè (íàä äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé XY) âòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷åíà ïðèíÿëà çàäàííîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå.

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåò ñòåïåíü êîíöåíòðàöèè ðåçóëüòàòîâ êîíêðåòíûõ èñïûòàíèé íàä îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé îòíîñèòåëüíî óñëîâíîãî ìàò. îæèäàíèÿ.

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ óñëîâíîå ìàò îæèäàíèå è óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â ñëåäóþùåì ñëó÷àå: ïðîâîäÿò èñïûòàíèå íàä X è Y, èññëåäîâàòåëü èìååò âîçìîæíîñòü èçìåðÿòü ðåçóëüòàòû èñïûòàíèÿ íàä îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èçìåðåíèå äðóãîé íåäîñòóïíî. Åñëè óñëîâíûå äèñïåðñèè ìàëû, òî â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ íå èçìåðÿåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷åíû, êîòîðóþ îíà ïðèíÿëà â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ, ìîæíî áðàòü ìàò. îæèäàíèå.

Äâóìåðíûå íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, åñëè ïðîñòðàíñòâîì åå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü, ëèáî îáëàñòü ïëîñêîñòè, ëèáî îáëàñòü êîíå÷íîé íåíóëåâîé ïëîñêîñòè. Î÷åâèäíî ÷òî X è Y ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè íåïðåðûâíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
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Ñëåäñòâèåì ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ëþáîå ñëîæíîå ñîáûòèå ðàçìåðíîñòè 1 (ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé) èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ íèêîãäà áû íå ðàâíÿëàñü åäèíèöå. ×èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè, äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû XY, åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñâîèõ àðãóìåíòîâ îíà âûïîëíÿåò ðàâåíñòâî � EMBED Equation.2  ���. Ïðèâåäåííîå çäåñü îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îïðåäåëåíèþ îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

� EMBED Equation.2  ���

Íèæå áóäåò âûâåäåíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ x, y.

� EMBED Equation.2  ���

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü G.
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Ðàçîáüåì îáëàñòü G íà ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîêðûâàþùèõ îáëàñòü G. Òîãäà íà îñíîâàíèè 3-é àêñèîìû òåîðèè âåðîÿòíîñòè èìååì: âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ ðàâíà:

� EMBED Equation.2  ���. Òî÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷èì ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó: � EMBED Equation.2  ��� (ïîêàçàòü ñàìèì).

×èñëîâàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè îíà ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ñâîèõ àðãóìåíòîâ ÷èñëåííî ðàâíà âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ Fx,y(x,y)=P(X(x, Y(y), åñëè X, y - íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íå èçìåíèòñÿ.

Äîêàçàòü:

 � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

Ïî îïðåäåëåíèþ âòîðîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé.
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